Да пытання аб выкладанні тэмы: «Фазавыя крывыя лінейнай аднароднай сістэмы дыферэнцыяльных раўнанняў другога парадку» by Мататаў, В. І. et al.
Весці БДПУ. Серыя 3. 2014. № 236 Методыка выкладання 37
УДК 378.016:517.983
В.І. Мататаў,
кандыдат фізіка-матэматычных навук, дацэнт
кафедры дыферэнцыяльных раўнанняў i сістэмнага аналізу БДУ;
Н.А. Гурыновіч,
выкладчык кафедры матэматычных i прыродазнаўчых дысцыплін 
Мінскага дзяржаўнага вышэйшага радыётэхнічнага каледжа;
В.А. Марчанка, 
магістрант ММФ БДУ
ДА ПЫТАННЯ АБ ВЫКЛАДАННІ ТЭМЫ: «ФАЗАВЫЯ КРЫВЫЯ 
ЛІНЕЙНАЙ АДНАРОДНАЙ СІСТЭМЫ ДЫФЕРЭНЦЫЯЛЬНЫХ 
РАЎНАННЯЎ ДРУГОГА ПАРАДКУ»
Уводзіны. Ва ўніверсітэтскім курсе «Дыферэнцыяльныя раўнанні» раз-
глядаюцца аднародныя дыферэнцыяльныя 
раўнанні першага парадку (III сяместр). А паз-
ней (у IV сяместры) вывучаецца тэма «Фаза-
выя крывыя лінейнай аднароднай сістэмы ды-
ферэнцыяльных раўнанняў другога парадку». 
На наш погляд, гэтыя дзве тэмы можна раз-
глядаць адначасова.
Асноўная частка. Разгледзім лінейную 
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дзе a, b, c, ∂ – сапраўдныя лікі, a∂ – bc ≠ 0. 
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Будзем даследаваць і будаваць фазавыя 
крывыя (інакш фазавыя траекторыі) сіс тэмы (1) 
[1–3] у наваколлі становішча раўнавагі O(0, 0). 
Пасля лінейнага пераўтварэння
 
( ) det 0x uS S
y v
   
= ≠   
   
сістэма (1.1) прымае від
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Матрыцу S выбіраем так, каб S–1AS = J, дзе 
J – жарданава нармальная форма матрыцы 
A. Матрыцу S можна знайсці з матрычнага 
раўнання AS = SJ.
Від фазавых крывых для сістэмы (1) за ле-
жыць ад каранёў характарыстычнага раўнання
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Магчымы наступныя выпадкі.
1. Карані l1, l2 – сапраўдныя, розныя, пры-
чым l1l2 < 0. Тады становішча раўнавагі 
O(0, 0) – сядло.
2. Карані l1, l2 – сапраўдныя, розныя, пры-
чым l1l2 > 0. Становішча раўнавагі O(0, 0) – 
ву зел, прычым у гэтым выпадку ДР (2) мае 
дзве інтэгральныя «прамыя».
3. Корань l1 мае кратнасць 2. Тады ста-
новішча раўнавагі O(0, 0) можа быць альбо 
вузлом (з адной інтэгральнай «прамой»), 
альбо дыкрытычным вузлом. У апошнім 
выпадку праз п.  O(0, 0) праходзіць бяскон-
цае мноства інтэгральных «прамых».
4. Карані l1, l2 – чыста ўяўныя. Становішча 
раўнавагі O(0, 0) – цэнтр.
5. Карані l1, l2 – камплексныя (l1 = p + qi, 
l2 = p – qi, p ≠ 0). Тады становішча раўна-
вагі  O(0, 0) – фокус.
Заўвага 1. Дыкрытычны вузел будзе тады 
і толькі тады, калі сістэма мае від
 
, , 0.x ax y ay a= = ≠ 
Заўвага 2. Выпадкі, калі карані l1, l2 – 
сапраўдныя, ахопліваюцца прыкладамі.
Разгледзім больш падрабязна выпадак, 
калі l1, l2 – камплексныя лікі.
Заўвага 3. Паколькі a∂ – bc ≠ 0,то 
раўнанне (4) не мае нулявых каранёў.
Выпадак 4. Карані раўнання (4) – чыста 
ўяўныя, гэта значыць, што l1,2 = ± qi, q  R, 
q ≠ 0,  
 
1i = - . Ад сістэмы (1) пераходзім да 
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( ) ( ) 0.a x a bc xx - - ∂ + ∂ - =          (5)
Усе яго рашэнні ахопліваюцца формулай
 
( ) 1 2cos sin ,x t C qt C qt= +              (6)
дзе C1, C2 – адвольныя пастаянныя. Паколькі 
 




(гл. сістэму (1)), то для другой
 
кампаненты будзем мець формулу
 
( ) 1 2cos sin ,y t C qt C qt= +               (7)
дзе 
 
1 2, C C -   лінейныя камбінацыі адвольных 
пастаянных C1, C2. З формул (6) і (7) бачым, 
што x(t) і y(t) – перыядычныя функцыі з адным 






Дыферынцыяльнае раўнанне (2) – адна-
роднае. Яно пераходзіць само ў сябе пасля 
пераўтварэння x = kX, y = kY, k ≠ 0. З гэтага 
выцякае наступнае: інтэгральная крывая адна-
роднага ДУ (2) пад дзеяннем пераўтварэння 
x = kX, y = kY (k ≠ 0) пераходзіць у інтэграль-
ную крывую гэтага ж раўнання. Калі адна 
з інтэгральных крывых ДУ (2) замкнутая, то 
і ўсе астатнія інтэгральныя крывыя таксама 
замкнутыя. Няхай для сістэмы (1) пастаўлены 
ўмовы x(0) = x0, y(0) = y0, дзе |x0| + |y0| ≠ 0. 
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. Гэта зна-
чыць, што фазавая крывая, якая праходзiць 
праз п. M0(x0, y0), замкнутая. У гэтым выпадку 
становішча раўнавагі O(0, 0) – цэнтр. Пакажам, 
што ўсе фазавыя крывыя ў гэтым выпадку – 
эліпсы (з агульным цэнтрам у п. O(0, 0)). Вы - 








0 0 0 0
2 2
0 0 0 0 0 0 0 0
1,
B x A y y x x y
B x A y A y B x
- -
+ =






0 0 0 0 0
0 0, .




Відавочна, што раўнанню (8) у плоскасці 
Oxy адпавядае крывая другога парадку. 
Раней мы паказалі, што фазавая крывая, якая 
праходзіць праз п. M0(x0, y0), замкнутая. Вядома, 
што замкнутая крывая другога парадку – эліпс 
(у прыватнасці, акружнасць). Такім чынам, усе 
фазавыя крывыя ў гэтым выпадку – эліпсы 
з агульным цэнтрам у п. O(0, 0). Напрамак 
ру ху пункта па фазавай крывой (пры t → +∞) 
вызначаецца з дапамогай вектара хуткасці  
 
( ) ( ) ( )1;0, ; .v x y a c= = 
Выпадак 5. Карані раўнання (4) – камп-
лексныя (l1,2 = ± qi, q  R, q ≠ 0, i2 = –1). У гэтым 
выпадку ўсе рашэнні сістэмы (1) даюцца 
формуламі
 
( ) ( )1 2cos sin ;ptx t e C qt C qt= +           (9)
( ) ( )1 2cos sin ,pty t e C qt C qt= +         (10)
дзе 
 
1 2, C C -   лінейныя камбінацыі адвольных 
пастаянных C1, C2. Няхай p < 0, тады x → 0 
і y → 0 пры t → +∞ (для любых C1, C2). У гэтым 
выпадку O(0, 0) – фокус. Фазавыя крывыя – 
ла гарыфмічныя спіралі. Калі p < 0, то спіралі 
закручваюцца. А калі p > 0, то спіралі раскруч-
ваюцца.
Прыклад 1. Вызначыць тып становішча 
раўнавагі сістэмы раўнанняў , 2x y y x y= = + 
і даследаваць паводзіны фазавых крывых.
Характарыстычнае раўнанне мае выгляд:
 
( )21 0 2 0 .2 1
-l
= l - l - =
- l  
Паколькі яго карані l1 = 2, l2 = –1 – са -
праўдныя і маюць розныя знакі, то бу дзем 
мець, што O(0, 0) – сядло. Сепаратры сы 
сядла шукаем у выглядзе y = kx. Падста-
віўшы y = kx у дыферэнцыяльнае раўнанне 
 
2 ,dy x y
dx y
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Адсюль k1 = 2, k2 = –1. Гэта значыць, 
y = 2x, y = –x – фазавыя «прамыя».
Напрамкі руху пунктаў па фазавым траек-
торыям вызначаем з дапамогай вектара 
хуткасці 
 
( ) ( ) ( )1;0, 0;2 .v x y= =   Фазавыя крывыя 
для дадзенай сістэмы паказаны на рысунку 1.
  
Рысунак 1
Прыклад 2. Вызначыць тып становішча 
раўнавагі і даследаваць паводзіны фазавых 
крывых сістэмы раўнанняў 2 , x x y y x= - =
  .
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Паколькі яго корань мае кратнасць два, то 
становішча раўнавагi O(0, 0) – выраджаны 
вузел. Інтэгральныя «прамыя» шукаем у 



















Адсюль k = 1. 
Значыць, y = x (x > 0); y = x (x < 0) – прамене-
выя траекторыі сістэмы. Напрамкі руху пунктаў 
па фазавым траекторыям можна вы значыць 
так: з другога раўнання сістэмы 
 
y x=  вынікае, 
што ў фазавай паўплоскасці x > 0 ардыната 
фазавага пункта ўзрастае, па колькі 
 
( ) 0y t > . 
Такім чынам, рух пунктаў па фазавым траекто-
рыям адбываецца (пры ўзрастанні часу) ад 
пункта O(0, 0) (гл. рысунак 2).
  
Рысунак 2
Прыклад 3. Даследаванне паводзін фа за вых 









мае камплексныя карані l1 = i, l2 = –i, прычым 
чыста ўяўныя. Значыць, становішча раўнавагі 






атрымаем, што y = 2x – 0-ізакліна, а y = 2x – 
∞-ізакліна. Напрамкi руху пунктаў па фазавым 




( ) ( ) ( ), 1,21,0v x y= =
  . Фазавыя крывыя
 
для дадзенай сiстэмы паказаны на рысунку 3.
  
Рысунак 3
Прыклад 4. Даследаваць паводзiны фа за-
вых крывых сiстэмы раўнанняў
, .x x y y x y= - = + 
Характарыстычнае раўнанне мае выгляд:
 
( )21 1 0 2 2 0 .1 1
- l -
= l - l + =
- l
Паколькі яго каранi l1 = 1 + i, l2 = 1 – i – камп-









маем: y = –x – 0-ізакліна, а y = x – ∞-ізакліна. 
Напрамкi руху пунктаў па фазавых крывых 
вызначаны з дапамогай вектара хуткасцi 
 
( ) ( ) ( )1,0, 1,1 .v x y= = 
Паколькі Rel1,2 = 1 > 0, то спіралі раскруч-
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мае карані l1 = –2, l2 = –5. Значыць, стано-
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S  =  - 
Відавочна, што detS = –3 ≠ 0. Такім чынам, 
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Заўвага 4. Для сiстэмы 2 , 2x x y y= =   
пункт O(0, 0) – дыкрытычны вузел. Фазавыя 
«прамыя» паказаны на рысунку 5.
 
Рысунак 5
Заключэнне. У артыкуле разгле джа ны сіс-
тэмы дыферэнцыяльных раўнанняў выгля ду 
, ,x ax by y cx y= + = + ∂   дзе a, b, c, ∂ – са п раўд-
ныя лікі, прычым a∂ – bc ≠ 0. Выка рыстоўваючы 
метад ізаклін, пабудава ны фазавыя крывыя 
зы ходнай сістэмы ў наваколлі становішча раў-
навагі O(0, 0). У выпадку камп лексных каранёў 
характарыстычнага раўнання робіцца пераход 
ад разглядаемай сістэмы да лінейнага дыфе-
рэнцыяльнага раўнання другога парадку. Пад-
рабязна паказана, што ў выпадку чыста ўяўных 
каранёў характарыстычнага раўнання фаза-
выя крывыя зыходнай сістэмы ўяўляюць сабой 
эліпсы з агульным цэнтрам у п. O(0, 0).
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Summary
The article describes systems of differential equa-
tions of the form , ,x ax by y cx y= + = + ∂  where a, 
b, c, ∂ are real numbers, with a∂ – bc ≠ 0. Using the 
method of isoclines, phase curves of the original sys-
tem near the position of equilibrium O(0, 0) are built. In 
the case of complex roots of the characteristic equa-
tion, transition is made from the considered system to 
a second-order linear differential equation. It is shown 
in detail that in the case of purely imaginary roots of the 
characteristic equation, phase curves of the original 
system are ellipses with a common centre in O(0, 0).
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